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Απολυτήριεσ Εξετάςεισ Ημερήςιων Γενικών Λυκείων  

Εξεταζόμενο Μάθημα: Μαθηματικά & Στοιχεία Στατιστικής,  Ημ/νία: 17 Μαίου 2010 

Απαντήσεις Θεμάτων 

 

Θέμα  A  

Α1   Έςτω  𝑦𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑥    για   𝑖 = 1 , … , 𝑣  οι  𝑣  παρατηρήςεισ που καταςκευάζουμε . 

        Για τον αριθμητικό τουσ μέςο είναι : 

        

𝑦 =
1

𝑣
 𝑦𝑖 =

1

𝑣

𝑣

𝑖=1

 (𝑡𝑖 − 𝑥 )

𝑣

𝑖=1

 

 

=
1

𝑣
  𝑡𝑖 − 𝑥 

𝑣

𝑖=1

𝑣

𝑖=1

 =
1

𝑣
 𝑡𝑖 −

1

𝑣
⋅ 𝑣  𝑥 

𝑣

𝑖=1

 

= 𝑥 − 𝑥 = 0 

 

Α2   Οριςμόσ του ςταθμικού μέςου, ςελ. 87 του ςχολικού βιβλίου. 

 

Α3  Ο δειγματικόσ χώροσ  𝛺  ενόσ πειράματοσ τύχησ θεωρείται ένα ενδεχόμενο που  
πραγματοποιείται πάντα και λέγεται βέβαιο ενδεχόμενο. 

         Το κενό ςύνολο  (∅)  είναι επίςησ ενδεχόμενο του δειγματικού χώρου  𝛺  το οποίο δεν  
πραγματοποιείται ςε καμία εκτέλεςη του πειράματοσ τύχησ και ονομάζεται αδύνατο  
ενδεχόμενο. 

 
Α4    𝛼)   𝛴 

 𝛽)   𝛬 
 𝛾)   𝛴 
 𝛿)   𝛬 
 𝜀)   𝛬 

 
(Σχόλιο :  Η διατύπωςη τησ πρόταςησ (𝛾) δεν είναι ςυντακτικά ςωςτή) 
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Θέμα  Β 

Β1     Η ςυνάρτηςη  𝑓  ορίζεται για τισ τιμέσ  𝑥 ∈ ℝ  οι οποίεσ ικανοποιούν τη ςυνθήκη : 

        𝑥2 − 𝑥 + 1 ≥ 0    (1) 

       Είναι  𝛥 = −3 < 0 , οπότε η  (1)  επαληθεύεται για κάθε  𝑥 ∈ ℝ . Άρα το πεδίο οριςμού τησ     
𝑓  είναι :  𝛢𝑓 = ℝ. 

       Για κάθε  𝑥 ≠ 1  είναι : 

𝑓 𝑥 − 1

𝑥 − 1
=

2  𝑥2 − 𝑥 + 1 − 1 − 1

𝑥 − 1
=

2  𝑥2 − 𝑥 + 1 − 1 

𝑥 − 1
 

=
2  𝑥2 − 𝑥 + 1 − 1   𝑥2 − 𝑥 + 1 + 1 

 𝑥 − 1   𝑥2 − 𝑥 + 1 + 1 
 

=
2 𝑥2 − 𝑥 + 1 − 1 

(𝑥 − 1)  𝑥2 − 𝑥 + 1 + 1 
=

2𝑥(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)  𝑥2 − 𝑥 + 1 + 1 
 

=
2𝑥

 𝑥2 − 𝑥 + 1 + 1
 

Επομένωσ :  

lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 − 1

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1

2𝑥

 𝑥2 − 𝑥 + 1 + 1
=

2 ⋅ 1

 1 − 1 + 1 + 1
= 1 

 

Β2   Η  𝑓  είναι παραγωγίςιμη ςτο  ℝ  με :      

𝑓 ′ 𝑥 = 2 ⋅
1

2 𝑥2 − 𝑥 + 1
 𝑥2 − 𝑥 + 1 ′ =

2𝑥 − 1

 𝑥2 − 𝑥 + 1
 

       Ο ςυντελεςτήσ διεύθυνςησ τησ εφαπτομένησ ςτο  𝛫(0, 𝑓(0))  είναι  𝜆 = 𝑓 ′ 0 = −1 . 

 

Β3    Για τη γωνία  𝜔  τησ εφαπτόμενησ ευθείασ με τον άξονα  𝑥′𝑥  ιςχύει :  𝜀𝜑𝜔 = 𝑓 ′(0) 

     ⟺ 𝜀𝜑𝜔 = −1 ⟺ 𝜀𝜑𝜔 = 𝜀𝜑  𝜋 −
𝜋

4
  

     ⟺ 𝜀𝜑𝜔 = 𝜀𝜑
3𝜋

4
 

Επειδή  𝜔 ∈  0, 𝜋  είναι  𝜔 =
3𝜋

4
   ή αλλιώσ 𝜔 = 135°) 
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Θέμα  Γ 

 Γ1.    Οι κλάςεισ είναι τησ μορφήσ :   𝟎 , 𝒄  ,  𝒄  , 𝟐𝒄  , [𝟐𝒄  , 𝟑𝒄)  κ.λπ. 

       Επειδή  𝒙𝟐 = 𝟔  είναι το κέντρο τησ δεύτερησ κλάςησ , ιςχύει :        
𝒄 + 𝟐𝒄

𝟐
= 𝟔 ⟺ 𝟑𝒄 = 𝟏𝟐 ⟺ 𝒄 = 𝟒 

Γ2.               

 𝑥𝑖  𝑣𝑖  𝑥𝑖𝑣𝑖  𝑥𝑖
2 𝑥𝑖

2𝑣𝑖 

[0,4) 2 20 40 4 80 

[4,8) 6 40 240 36 1440 

[8,12) 10 45 450 100 4500 

[12,16) 14 30 420 196 5880 

[16,20) 18 25 450 324 8100 

Σύνολο  160 1600  20000 

 

Για τη μέςη τιμή  (𝑥 )  του δείγματοσ είναι : 

𝑥 =
1

𝜈
 𝑥𝑖𝑣𝑖

𝜅

𝑖=1

=
1

160
⋅ 1600 = 10  (κιλά) 

Για τη διαςπορά  (𝑠2)  του δείγματοσ είναι : 

𝑠2 =
1

𝜈
  𝑥𝑖

2𝑣𝑖

𝜅

𝑖=1

−
  𝑥𝑖𝑣𝑖

𝜅
𝑖=1  2

𝜈
 =

1

𝜈
 𝑥𝑖

2𝑣𝑖 −  
1

𝜈
 𝑥𝑖𝑣𝑖

𝜅

𝑖=1

 

2𝜅

𝑖=1

 

=  
1

160
⋅ 𝑥𝑖

2 ⋅ 𝑣𝑖 − (𝑥 )2 =
1

160
⋅ 20000 − 100 = 25  (𝜅𝜄𝜆ά)

𝑠

𝑖=1

 

  Άρα η τυπική απόκλιςη είναι  𝑠 =  𝑠2 = 5 

 

Σχόλιο:  Η διαςπορά θα μπορούςε ιςοδύναμα να υπολογιςτεί και από τον τύπο:  

𝑠2 =
1

𝜈
  𝑥𝑖 − 𝑥  2 𝜈𝑖

𝜅

𝑖=1

 

 

Γ3. O ςυντελεςτήσ μεταβλητότητασ είναι: 

𝐶𝑉 =
𝑠

𝑥 
=

5

10
= 50% 

Εφόςον  𝐶𝑉 > 10% , το δείγμα είναι ανομοιογενέσ.  
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Γ4.   Θεωρούμε ότι το πλήθοσ των ατόμων είναι ομοιόμορφα κατανεμημένο ςε κάθε κλάςη. 

Αν ςτο διάςτημα  7,8)  ⊆ [4,8) βρίςκονται 𝜅 άτομα, τότε έχουμε:  

8 − 7

8 − 4
=

𝜅

𝜈2
⟺

1

4
=

𝜅

40
⟺ 𝜅 = 10  άτομα 

Στο διάςτημα  8,12) βρίςκονται 𝜈3 = 45 άτομα. 

Αν ςτο διάςτημα [12,14] ⊆  12,16) βρίςκονται 𝜆 άτομα, τότε έχουμε:   

14 − 12

16 − 12
=

𝜆

𝜈4
⟺

2

4
=

𝜆

30
⟺ 𝜆 = 15 άτομα  

Συνολικά, ςτο διάςτημα [7,14] βρίςκονται: 10 + 45 + 15 = 70 άτομα.  Δηλαδή για το 

ενδεχόμενο 𝛢 είναι:  𝛮 𝛢 = 70.  Επειδή κάθε άτομο έχει την ίδια πιθανότητα να 

επιλεγεί, για το ενδεχόμενο 𝛢 από τον κλαςικό οριςμό τησ πιθανότητασ έχουμε: 

𝑃 𝐴 =
𝛮 𝛢 

𝑁(𝛺)
=

70

160
=

7

16
 

 

Θέμα  Δ 

Δ1.  Η ςυνάρτηςη ορίζεται και είναι παραγωγίςιμη ςτο διάςτημα (𝑃 𝐴 , +∞) με: 

𝑓 ′ 𝑥 =
1

𝑥 − 𝑃(𝐴)
−

1

2
∙ 2  𝑥 − 𝑃 𝐴  =

1

𝑥 − 𝑃(𝐴)
− 𝑥 + 𝑃 𝐴  

Θέτω: 

 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺
1

𝑥 − 𝑃(𝐴)
− 𝑥 + 𝑃 𝐴 = 0 ⟺

1

𝑥 − 𝑃(𝐴)
= 𝑥 − 𝑃 𝐴 ⟺  𝑥 − 𝑃(𝐴) 2 = 1

⟺ 𝑥 − 𝑃 𝐴 = 1,   γιατί  𝑥 > 𝑃 𝐴   

Άρα: 𝑥 = 𝑃 𝐴 + 1. 

Επίςησ θέτω: 

 𝑓 ′ 𝑥 > 0 ⟺
1

𝑥 − 𝑃(𝐴)
− 𝑥 + 𝑃 𝐴 > 0 ⟺

1

𝑥 − 𝑃(𝐴)
> 𝑥 − 𝑃 𝐴   

 ⟺ 1 >  𝑥 − 𝑃(𝐴) 2, γιατί  𝑥 − 𝑃 𝐴 > 0  

⟺ 𝑥 − 𝑃 𝐴 < 1 ⟺ 𝑥 < 1 + 𝑃 𝐴   

Έτςι έχουμε τον παρακάτω πίνακα προςήμου τησ 𝑓′ και ακροτάτων: 
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 𝑃(𝐴)                              1+ P(A)                              +∞   

𝑓 ′(𝑥) +                      - 

𝑓   

 

H f είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο διάςτημα  (𝑃 𝐴 , 1 + 𝑃 𝐴 ], γνηςίωσ φθίνουςα ςτο 

διάςτημα  [1 + 𝑃 𝐴 , +∞)  και παρουςιάζει μέγιςτο ςτο  𝑥0 =  1 + 𝑃 𝐴  το  

 𝑓(𝑥0) = ln 1 + 𝑃 𝐴 − 𝑃 𝐴  −
1

2
 1 + 𝑃 𝐴 − 𝑃 𝐴  

2
+ 𝑃 𝐵 = 𝑃 𝐵 −

1

2
 

Δ2. Αφού η ςυνάρτηςη παρουςιάζει ακρότατο ςτο 𝑥0 =
5

3
 το 𝑓(𝑥0) = 0 είναι: 

1 + 𝑃 𝐴 =
5

3
⟺ 𝑃 𝐴 =

2

3
 

και 𝑃 𝛣 −
1

2
= 0 ⟺ 𝑃 𝛣 =

1

2
 

Επίςησ είναι: 𝑃 𝛢 ∩ 𝛣 = 𝑃 𝛢 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝛢 ∪ 𝛣 =
2

3
+

1

2
−

5

6
=

1

3
 

Δ3.  Το ενδεχόμενο να μην πραγματοποιηθούν ταυτόχρονα τα Α και Β είναι το  𝛢 ∩ 𝛣 ′ με 

πιθανότητα: 𝑃  𝛢 ∩ 𝛣 ′  = 1 − 𝑃 𝛢 ∩ 𝛣 = 1 −
1

3
=

2

3
 

Δ4.  Το ενδεχόμενο να πραγματοποιηθεί μόνο ένα από τα Α και Β είναι το 

  𝛢 − 𝛣 ∪  𝛣 − 𝛢  με πιθανότητα: 

𝑃  𝛢 − 𝛣 ∪  𝛣 − 𝛢  = 𝑃 𝛢 − 𝛣 + 𝑃 𝐵 − 𝐴 = 𝑃 𝛢 − 𝑃 𝛢 ∩ 𝛣 + 𝑃 𝛣 − 𝑃 𝛢 ∩ 𝛣 

=
2

3
+

1

2
− 2 ∙

1

3
=

1

2
   , 

διότι τα ενδεχόμενα  𝛢 − 𝛣  και  𝛣 − 𝛢  είναι αςυμβίβαςτα.  


